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中国研究生创新实践系列大赛 

“华为杯”第十六届中国研究生 

数学建模竞赛 

 

题 目      天文导航中的星图识别 

摘       要： 

本文主要分析两个问题，问题 1 是光轴位姿的解算问题，问题 2 是星图识别问题。 

在处理问题 1 时，本文主要建立了基于光轴的张角模型，利用星敏感器几何信息、星图识别信

息和恒星坐标信息，计算从星敏感器坐标系到天球坐标系的映射关系𝑹，从而得到了𝐷点（星敏感

器光轴与天球的交点）的坐标。不失一般的，本文对标量𝑎和矢量𝒂均作了讨论和分析，仿真结果表

明，同样的误差条件下，矢量信息得到的解算精度更高。 

对于问题 1（1），本文建立了多种数学模型，分别讨论了星图中三颗星不共线和共线的不同解

法。对于一般的情况，星图中选取的三颗星都是不共线的，分别使用归一化处理和引入线性误差项

优化两个方式建模解算。仿真数据表明引入线性误差项优化得到的精度相对更高，但是由于该方法

使用了优化器求解，速度相对较慢。综合考虑精度和速度，后文统一使用朴素的归一化处理的方法

求解该种情况的解。 

对于问题 1（2），本文仍采用问题 1（1）的模型框架，将未知量𝑓引入，构造了相应的映射关

系，并使用数值方法估计𝑓∗，进而得到𝐷点的坐标。在使用数值解法迭代求解仿真数据时，发现𝑓

的计算值受初值的影响较大，容易产生不合实际的值，因此需要先验的𝑓范围对数值求解结果进行

限制。对于矢量𝒂的输入，本文得到了一种有解析解的算法，从而规避了上述初值问题，能够得到

稳定的𝑓值，并且该方法下𝐷点的解算精度和已知𝑓的情况下的计算精度基本一致。 

对于问题 1（3），本文在误差相对足够小的假设下，引入泰勒一阶展开，将𝐷点的坐标误差剥

离成𝑴𝜟𝒂的形式，其中𝑴只与恒星的坐标以及星图坐标相关，𝜟𝒂为误差项。那么可以估计出这种

情况下解算误差的上界与‖𝑴‖‖𝜟𝒂‖正相关，只需要在所有的三颗星组合中，选取‖𝑴‖最小的组合

即可。仿真结果显示这种算法解算得到的精度平均能够超过 80%的三星组合。本文对恒星选择个数

进行了进一步讨论，分别使用带约束的 OLS 拟合和不带约束的归一化的 OLS 拟合两种方式，希望

能够充分利用星图中所有恒星的信息。仿真结果表明带约束的 OLS 拟合效果更好，但是解算也更

慢，这种方法得到的精度能够超过 90%的三星组合。 

在处理问题 2 时，本文主要采用的是离线计算特征，在线匹配角距的算法，采用了划分星表块

和引入角距误差上限估计的方式，减小计算复杂度，并且提升模型的鲁棒性。 

对于问题 2 的离线预处理部分，本文首先建立了圆形视场的划分模型，得到了不同星敏感器参

数下的不同最优星表块划分方式，确保给定星敏感器视场的参数，星敏感器视场中的星一定完整地

落在某一个星表块中，从而避免了部分光轴角度无法匹配的情况。 

对于问题 2 的特征提取部分，本文构造了三角距特征，并引入了角距误差上限的估计（门限）

方式，门限的大小只与星图中两点坐标以及坐标误差𝛿相关。优先筛选门限较小的三星组合，从而

在遍历星表块的开始阶段使用相对严格的预匹配条件，实现了星表块的快速过滤与筛选。对于本算

法，门限作为一个模型参数输入，对于噪声较大的情况，图像传感器的误差变大，𝛿也较大，那么
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算法应该匹配一个相对较大的门限值，否则算法将会误判假星的出现，从而降低算法的识别精度。

在具体筛选的过程中，使用二分法进行查找，从而加速筛选过程。 

对于问题 2 的匹配部分，本文针对假星的出现对算法的匹配方法进行了修正，通过识别高阶星

组的方式，去除不匹配的假星，从而实现此种情况的星图的识别，提高了算法的鲁棒性。 

本文的创新点在于：（一）针对同一问题提出了多个数学模型或求解算法，并比较了简单与复

杂的模型与算法的求解速度和精度，比如针对矩阵的可逆性进行三种情况讨论分析，求解𝑓时提出

了解析求解的方法提高解算精度；（二）针对同一问题提出了新的解决问题的思路，例如在问题 1

（3）中提出使用 OLS 估计的方法提高星图的光轴位姿结算精度；（三）模型推导严谨，给出了详

细的推导过程和解法；（四）使用仿真数据验证，结论更加可靠。 

 

关键词：星图识别；误差上界估计；最小二乘；星表分块；三角特征；角距匹配 
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第1章 问题重述 

 问题背景 

天文导航是一种广泛应用于各种航天器导航的自主式导航方式，该导航方式不依赖于人工设备，

通过观测恒星的方位确定位姿状态，因此具有较高的导航和定位精度。 

星图的识别与匹配是完成姿态定位的核心技术。天文导航使用星敏感器观测恒星星图，并将其

从星敏感器坐标系转换到天球坐标系中，从而和导航星库中的参考星匹配，从而完成自身的姿态定

位。 

一般导航星库的规模较大，星图识别面临着识别时间，存储容量和鲁棒性三者之间的平衡问题，

因此需要设计新的识别算法，希望能够更快识别导航星，并且具有较低的存储容量和较高的鲁棒性。 

 问题内容 

 问题 1 

该问题是光轴位姿解算问题，即当已经完成星图识别后，如何解算飞行器的位姿。已知星图中

三个点的坐标以及对应的三颗恒星的角距，分别在已知星敏感器的几何参数和未知该参数的情况

下，解算出星敏感器的光轴的位姿。在此基础上，讨论在星图中如何选择三个点使得光轴位姿的解

算的精度较高。 

 问题 2 

该问题是星图识别问题，是上个问题的前提。传统的角距或其衍生形式的特征需要较大的存储

空间，且识别准确率和鲁棒性都不高，提出更细致的特征提取的方式，设计对应的算法，并评估该

算法在不同情况下的表现。 
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第2章 问题 1-光轴位姿解算的分析与建模（标量𝑎𝑖） 

考虑到题目中描述的𝑎𝑖为标量，而附件中给出的数据为矢量𝒂𝒊 = (𝑋𝑖 , 𝑌𝑖)，因此本文使用第 2 章

和第 3 章两章分别对两种情况的建模与解算进行讨论与分析，并在 0 给出二者的比较分析。 

 使用𝒇, 𝒂𝒊, (𝜶𝒊, 𝜹𝒊)信息的光轴位姿解算 

 数学建模 

将天球坐标系记为坐标系 0，将星敏感坐标系记为坐标系 1，将天球坐标系到星敏感器坐标系

的转换矩阵记作𝑹，显然有𝑹𝑹𝑻 = 𝑰， 𝒙 
𝟏 = 𝑹 𝒙 

𝟎 。 

定义 𝒘 
𝟎 为𝐷点在天球坐标系的单位向量，那么𝐷点的解算等价于 𝒘 

𝟎 的求解。 

将𝑶𝑷𝒊(𝛼𝑖, 𝛿𝑖)的单位向量在天球坐标系下的表示记为 𝒑𝒊 
𝟎 ，将𝑶𝑷𝒊的单位向量在星敏感坐标系下

的表示记为 𝒑𝒊 
𝟏 ，将 𝒘 

𝟎 与 𝒑𝒊 
𝟎 的夹角记为𝛾𝑖，其中𝑖 = 1,2,3。 

 

图 2.1 𝛾𝑖定义 

那么有 

𝒑𝒊
𝑻

 
𝟎 𝒘 

𝟎 = cos𝛾𝑖 = 𝑓 √𝑓
2 + 𝑎𝑖

2⁄  

‖ 𝒘 
𝟎 ‖

2
= 1 (2-1) 

其中 

𝒑𝒊 
𝟎 = (

cos𝛼𝑖 cos 𝛿𝑖
sin 𝛼𝑖 cos𝛿𝑖
sin 𝛿𝑖

) 

将上式矩阵化，有 

𝑷 
𝟎 𝒘 

𝟎 = 𝒃 (2-2) 

其中 

𝑷 
𝟎 = (

𝒑𝟏
𝑻

 
𝟎

𝒑𝟐
𝑻

 
𝟎

𝒑𝟑
𝑻

 
𝟎

) , 𝒃 = (

cos 𝛾1
cos 𝛾2
cos 𝛾3

) 
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 矩阵可逆性的讨论 

（一） 𝑷 
𝟎 可逆且秩为 3 

此时图像中三颗星能够组成一个三角形， 𝑷 
𝟎 可逆，那么可以直接得到 

𝒘 
𝟎 = 𝑷−𝟏 

𝟎 𝒃 

然而考虑计算和数据采集误差的因素，约束(2-1)不一定能够被满足，因此引入如下两种处理方

法： 

（I）归一化处理 

可以直接将 𝑷−𝟏 
𝟎 𝒃归一化处理，即 

𝒘 
𝟎 =

𝑷−𝟏 
𝟎 𝒃

‖ 𝑷−𝟏 
𝟎 𝒃𝒓‖

(2-3) 

（II）引入误差项 

引入记号𝛥𝑎𝑖表示测量以及识别星象点质心中心位置𝑎𝑖的过程中产生的误差，𝒃𝒓表示真实的质

心中心位置得到的矩阵𝒃以及𝜟𝒃表示由误差项𝛥𝑎𝑖产生的𝒃的误差。 

𝒃 = 𝒃𝒓 + 𝜟𝒃 = 𝒃𝒓 + 𝑨𝚫𝒂 

‖ 𝑷−𝟏 
𝟎 𝒃𝒓‖ = 1 

其中 

𝑨 = (

𝜕 cos𝛾1 𝜕𝑎1⁄

𝜕 cos 𝛾2 𝜕𝑎2⁄

𝜕 cos 𝛾3 𝜕𝑎3⁄
)

𝑻

, 𝚫𝒂 = (

𝛥𝑎1
𝛥𝑎2
𝛥𝑎3

) 

注意这里面做了线性假设，只取了泰勒一阶展开，即认为图像识别的精度足够高，Δ𝑎𝑖足够小，

和真实值不会出现较大的偏差。 

从而将上述问题转化为以下带约束的优化问题，使用优化器求解即可。 

min
𝚫𝒂
‖𝚫𝒂‖2  𝑠. 𝑡. ‖ 𝑷−𝟏 

𝟎 (𝒃 − 𝑨𝚫𝒂)‖
2
= 1 

（二） 𝑷 
𝟎 不可逆且为 2 

此时图像中三颗星共线。考虑 𝑷 
𝟎 的广义逆 𝑷+ 

𝟎 ，有 

𝒘 
𝟎 = 𝑷+ 

𝟎 𝒃 + 𝑘𝒕 (𝑘 ∈ ℝ) 

其中 

‖𝒕‖ = 1, 𝑷 
𝟎 𝒕 = 0 

考虑约束(2-1)，有 

‖ 𝑷+ 
𝟎 𝒃‖

2
+ ‖𝑘𝒕‖2 = 1 

即可求得𝒕，而直线与单位球最多有两个交点，因此 𝒘 
𝟎 最多有两个解。 

（三） 𝑷 
𝟎 不可逆且秩为 1 

此时图像中三颗星重合，这种情况没有讨论的意义。 



8 

 仿真分析 

使用仿真数据分析在 𝑷 
𝟎 可逆的情况下，分别使用归一化处理和引入误差项两种解法的精度。作

为比较，本节也将未做线性假设的引入误差项的结果在仿真数据中呈现。 

参考附件中给的数据，使用欧拉角生成转换矩阵𝑹，同时有如下仿真参数设置。 

 

 星敏感器视场12° × 12° 

 像素数为512 × 512 

 𝑓 = 256 tan6°⁄ ≈ 2435.7像素 

 误差分布为正态分布，𝜎 = 0.05像素 

 

（一）算法的正确性验证 

下图验证了无噪声条件下算法的正确性。 

 

图 2.2 无噪声-标量𝑎-不同处理方法的误差分布 

（二）误差分析 

将计算 𝒘 
𝟎 的误差定义为解算值和实际值的角度差值的绝对值，得到如下图所示的 𝒘 

𝟎 误差分布

图。可以发现归一化处理和线性误差假设方法的得到的误差基本一致，引入非线性误差得到的结果

偏大，但不显著，这可能和复杂的优化问题求解较难有关。 

 

图 2.3 有噪声-标量𝑎-不同处理方法的误差分布 



9 

 使用𝒂𝒊, (𝜶𝒊, 𝜹𝒊)信息的光轴位姿解算 

 数学建模 

当𝑓未知时，公式(2-2)中的𝒃未知，仅考虑 𝑷 
𝟎 可逆的情况，那么有 

𝒘 
𝟎 = 𝑷−𝟏 

𝟎 𝒃(𝑓) 

其中 

𝒃(𝑓) =

(

 
 
 
 
𝑓 √𝑓2 + 𝑎1

2⁄

𝑓 √𝑓2 + 𝑎2
2⁄

𝑓 √𝑓2 + 𝑎3
2⁄
)

 
 
 
 

 

考虑约束(2-1)，可以将上述问题转化为以下问题： 

𝑓∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑓 (‖ 𝑷
−𝟏

 
𝟎 𝒃(𝑓)‖

2
= 1) 

上式没有解析解的形式，使用求解器迭代求解即可。取合理的解𝑓∗，有 

𝒘∗ 
𝟎 = 𝑷−𝟏 

𝟎 𝒃(𝑓∗) 

 仿真分析 

采用前文所述的仿真参数，得到以下仿真的结果，可以发现有无𝑓的仿真结果基本是一致的。

但是值得注意的是，上述的𝑓的数值求解只有当大致知道𝑓的范围时才足够稳定，否则将会由于给

定初值的不同导致极端的𝑓计算值的出现。 

 

图 2.4 有噪声-标量𝑎-归一化处理_有无 f 的误差分布 

 提高光轴位姿解算精度的恒星选择 

 数学建模 

选择不同几何位置的三颗星，提高𝐷点在天球坐标系中解算位置的精度并分析误差。 
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根据本文在 2.1.2 （一）（II）中的讨论，对于误差项𝚫𝒂，有 

𝒘 
𝟎 = 𝑷−𝟏𝒃 = 𝑷−𝟏(𝒃𝒓 + 𝑨𝚫𝒂) 

为了提高解算精度，希望在𝑷−𝟏𝑨𝚫𝒂在与𝑷−𝟏𝒃𝒓垂直的分量尽可能小，考虑如下垂直的分量的

估计 

𝑷−𝟏𝑨𝚫𝒂− ( 𝒘 
𝟎 𝑻𝑷−𝟏𝑨𝚫𝒂) 𝒘 

𝟎 ≔𝑴𝜟𝒂 

其中 

𝑴 = 𝑷−𝟏𝑨− (

𝒘 
𝟎 𝑻𝑷−𝟏𝑨𝒆𝟏 𝒘 

𝟎

𝒘 
𝟎 𝑻𝑷−𝟏𝑨𝒆𝟐 𝒘 

𝟎

𝒘 
𝟎 𝑻𝑷−𝟏𝑨𝒆𝟑 𝒘 

𝟎

)

𝑻

 

那么考虑 

𝑚𝑖𝑛
𝑷,𝑨
‖𝑴𝜟𝒂‖2 

因为 

‖𝑴𝜟𝒂‖2 ≤ ‖𝑴‖2‖𝜟𝒂‖2 

可以最小化该误差的上界，即考虑 

𝑚𝑖𝑛
𝑷,𝑨
‖𝑴‖2 

对于有限的点集，只需要遍历该数据集即可得到最小‖𝑴‖2，从而找到了误差上界最小的恒星

的组合，该组合并不一定是最优的，但是其误差是一定可控的。 

 恒星选择个数的讨论 

当视场内恒星的数量𝑛 > 3时，可以使用 OLS 等方法，利用多个恒星的信息估计𝐷点在天球坐

标系中的位置信息。 

即考虑 

𝑷′ 
𝟎 𝒘 

𝟎 = 𝒃′ 

其中 

𝑷′ 
𝟎 =

(

 
 

𝒑𝟏
𝑻

 
𝟎

…
𝒑𝒊
𝑻

 
𝟎

…
𝒑𝒏
𝑻

 
𝟎 )

 
 
, 𝒃′ =

(

 
 

cos 𝛾1
…

cos𝛾𝑖
…

cos 𝛾𝑛)

 
 

 

且 𝑷′ 
𝟎 是列满秩的。 

类似的，引入如下两种处理方法： 

（一）无约束拟合，对拟合结果归一化处理 

该方法在拟合参数时，不限制‖ �̂� 
𝟎 ‖

2
= 1，那么其损失函数为 

𝐿1 = ‖ 𝑷
′

 
𝟎 𝒘 

𝟎 − 𝒃′‖
2
 



11 

OLS 估计结果为 

�̂� 
𝟎 = ( 𝑷′

𝑻
 
𝟎 𝑷′ 

𝟎 )
−1
𝑷′
𝑻

 
𝟎 𝒃′ 

有 

𝒘 
𝟎 =

�̂� 
𝟎

‖ �̂� 
𝟎 ‖

 

（二）带约束拟合，使用拉格朗日方法求解 

在优化目标函数时，限制‖ �̂� 
𝟎 ‖

2
= 1，那么拉格朗日方法的损失函数为 

𝐿2 = ‖ 𝑷
′

 
𝟎 𝒘 

𝟎 − 𝒃′‖
2
− 𝜆 (‖ 𝒘 

𝟎 ‖
2
− 1) 

考虑一阶偏导数 

𝜕𝐿2
𝜕 𝒘 
𝟎
= 2[( 𝑷′

𝑻
 
𝟎 𝑷′ 

𝟎 + 𝜆𝑰) 𝒘 
𝟎 − 𝑷′

𝑻
 
𝟎 𝒃′] = 0 

𝜕𝐿2
𝜕𝜆

= ‖ 𝒘 
𝟎 ‖

2
− 1 = 0 

对 𝑷′
𝑻

 
𝟎 𝑷′ 

𝟎 进行对角分解，令 

𝑼𝜮𝑼𝑻 = 𝑷′
𝑻

 
𝟎 𝑷′ 

𝟎  

其中𝑼为单位正交阵， 

𝜮 = (

𝜆1   
 𝜆2  
  𝜆3

) 

那么 

(𝚺 + 𝜆𝑰)𝑼𝑻 𝒘 
𝟎 = 𝑼𝑻 𝑷′

𝑻
 
𝟎 𝒃 

令 

𝑼𝑻 𝑷′
𝑻

 
𝟎 𝒃′ = (

𝑑1
𝑑2
𝑑3

) 

那么在‖ 𝒘 
𝟎 ‖ = 1的约束下，有 

‖ 𝒘 
𝟎 ‖

2
= ‖𝑼𝑻 𝒘 

𝟎 ‖
2
=∑(

𝑑𝑖
𝜆 + 𝜆𝑖

)
23

𝑖=1

= 1 

那么得到一个 6 次多项式 

∑𝑐𝑗𝜆
𝑗

6

𝑗=0

= 0 

其中𝑐𝑗(𝑗 = 0,… ,6)为常数。 
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考虑下列矩阵 

𝑴 =

(

 
 
−
𝑐5
𝑐6

… −
𝑐1
𝑐6

−
𝑐0
𝑐6

1   0
 …  …
  1 0 )

 
 

 

由于 

det(𝜆𝑰 −𝑴) =
(∑ 𝑐𝑗𝜆

𝑗6
𝑗=0 )

𝑐6
= 0 

那么前述多项式的根为矩阵𝑴的特征值。可以使用数值解法求解𝑴的特征值，这种解法得到的

结果比（一）更加稳定。 

 仿真分析 

（一）OLS 方法比较 

仿真生成旋转矩阵𝑹，使用对星表中所有恒星进行投影和加正态分布噪声的方式，评估 OLS 不

同估计方法解算𝐷结果的优劣，有如下仿真结果。可以发现在标量输入的情况下，带约束的 OLS 估

计方法和不带约束 OLS 估计结果基本一致，都相对很低，而带约束的 OLS 估计解算要耗时更多。 

 

图 2.5 有噪声-标量 a-OLS 估计的误差分布 

（二）算法评估与比较 

使用如下方法仿真题目中描述的星敏感器视场，并分别评估和比较 OLS 和算法选取三颗星的

优劣： 

(1) 生成一个合理的旋转矩阵𝑹； 

(2) 在附件给出的星表中随机选择一个点； 

(3) 根据附件的参数选取该点的视场范围内的星，生成理论的星图； 

(4) 对理论星图添加正态分布的随机噪声； 

(5) 计算使用星图中所有三颗星组合来解算𝐷的误差； 

(6) 计算使用算法挑选最优的三颗星解算𝐷的误差，并获取该误差在总误差中的排名； 

(7) 计算使用 OLS 估计得到的𝐷的误差，并获取该误差在总误差中的排名； 

(8) 重复(4)-(7)共 1000 次，得到统计结果。 

 



13 

 

图 2.6 有噪声-标量 a-不同处理方法的误差排名分布 

可以发现 OLS 显著好于算法选点的结果，能够稳定战胜 97%左右的使用三颗星的解算结果，

而算法选点的精度也能稳定战胜 86%左右的三颗星的结果，这说明该算法选点方法是相对可靠的，

但是 OLS 估计的方法精度更高，同样也更加耗时。 
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第3章 问题 1-光轴位姿解算的分析与建模（矢量𝒂𝒊） 

本章主要基于矢量𝒂𝒊的输入，给出这种情况下的问题 1 的解。 

 使用𝒇, 𝒂𝒊, (𝜶𝒊, 𝜹𝒊)信息的光轴位姿解算 

 数学建模 

对于𝑄𝑖点，已知𝑋𝑖, 𝑌𝑖 , 𝑓，那么𝑄𝑖在星敏感器坐标系中被完全定义。 

定义 

𝒄𝒊 =
(𝑋𝑖 𝑌𝑖 𝑓)

‖(𝑋𝑖 𝑌𝑖 𝑓)‖
 

𝒄 = (

𝒄𝟏
𝒄𝟐
𝒄𝟑
) 

那么 

𝑹 𝑷 
𝟎 = 𝒄 (3-1) 

𝒘 
𝟎 = 𝑹𝑻𝒆𝟑 

关于 𝑷 
𝟎 可逆性的讨论在此不再赘述，只考虑 𝑷 

𝟎 可逆的情况，那么 

𝑹 = 𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎  

考虑约束𝑹𝑹𝑻 = 𝑰，对𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎 进行 SVD 分解，即 

𝑼𝜮𝑽𝑻 = 𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎  

那么 

𝑹 = 𝑼𝑽𝑻 

考虑计算和数据采集误差的因素，约束(2-1)不一定能够被满足，因此引入如下两种处理方法： 

（I）归一化处理 

类似的，直接使用归一化处理的方法得到 

𝒘 
𝟎 =

𝑼𝑻𝑽𝒆𝟑
‖𝑼𝑻𝑽𝒆𝟑‖

 

（II）引入误差项 

引入误差项𝛥𝑋𝑖与𝛥𝑌𝑖，记号𝒄𝒓表示真实的质心中心位置得到的矩阵𝒄以及误差项𝜟𝒄。有 

𝒄 = 𝒄𝒓 + 𝚫𝒄 

𝑹𝑹𝑻 = 𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎 (𝒄 𝑷−𝟏 

𝟎 )
𝑇
= 𝑰 

其中 

𝚫𝒄 = (𝑵𝟏 𝑵𝟐 𝑵𝟑) (
𝚫𝑿𝒀   
 𝚫𝑿𝒀  
  𝚫𝑿𝒀

) 
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𝑵𝒊 =

(

 
 
 
 

𝜕𝑐1𝑖
𝜕𝑋1

𝜕𝑐1𝑖
𝜕𝑌1

    

  
𝜕𝑐2𝑖
𝜕𝑋2

𝜕𝑐2𝑖
𝜕𝑌2

  

    
𝜕𝑐3𝑖
𝜕𝑋3

𝜕𝑐3𝑖
𝜕𝑌3)

 
 
 
 

,𝚫𝑿𝒀 =

(

 
 
 

Δ𝑋1
Δ𝑌1
Δ𝑋2
Δ𝑌2
Δ𝑋3
Δ𝑌3)

 
 
 

 

注意这里面做了线性假设，只取了泰勒一阶展开，即认为𝛥𝑋𝑖与𝛥𝑌𝑖足够小，图像识别的精度足

够高，和真实值不会出现较大的偏差。 

可以将上述问题转化为以下带约束的优化问题： 

min
Δ𝑋𝑖,Δ𝑌𝑖

‖𝚫𝒄‖2  𝑠. 𝑡. ‖(𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎 − 𝚫𝒄 𝑷−𝟏 

𝟎 )(𝒄 𝑷−𝟏 
𝟎 − 𝚫𝒄 𝑷−𝟏 

𝟎 )
𝑇
− 𝑰‖

2
= 0 

使用优化算法求解即可得到 

𝑹 = (𝒄 − 𝚫𝒄) 𝑷−𝟏 
𝟎  

 仿真分析 

使用和前文相同的仿真方法，生成二维的(𝑋𝑖 , 𝑌𝑖)坐标点，得到如下仿真结果。与标量𝑎的情况

基本一致，引入线性误差略好于直接归一化处理。 

 

图 3.1 有噪声-矢量𝑎-不同处理方法的误差分布 

 使用𝒂𝒊, (𝜶𝒊, 𝜹𝒊)信息的光轴位姿解算 

 数学建模 

（一）使用数值求解的方法求解𝑓 

当𝑓未知时，公式(3-1)中的𝒄未知，仅考虑 𝑷 
𝟎 可逆的情况，那么有 

𝒘 
𝟎 = (𝒄(𝑓) 𝑷−𝟏 

𝟎 )
𝑇
𝒆𝟑 

注意这里没有使用 SVD 分解。 

考虑约束(2-1)，可以将上述问题转化为以下问题： 
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𝑓∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑓 (‖(𝒄(𝑓) 𝑷
−𝟏

 
𝟎 )

𝑇
𝒆𝟑‖

2
= 1) 

很难推导出解析解，使用求解器迭代求解即可。 

取合理的𝑓∗， 

𝒄∗ = (

𝒄𝟏(𝑓
∗)/‖𝒄𝟏(𝑓

∗)‖

𝒄𝟐(𝑓
∗)/‖𝒄𝟐(𝑓

∗)‖

𝒄𝟑(𝑓
∗)/‖𝒄𝟑(𝑓

∗)‖
) 

对 𝑷−𝟏 
𝟎 𝒄∗进行 SVD 分解，即 

𝑼∗𝜮𝑽∗𝑻 = 𝑷−𝟏 
𝟎 𝒄∗ 

那么 

𝑹 = 𝑼∗𝑽∗𝑻 

类似的，这里直接使用归一化处理的方法得到 

𝒘∗ 
𝟎 =

𝑼∗𝑻𝑽∗𝒆𝟑

‖𝑼∗𝑻𝑽∗𝒆𝟑‖
 

（二）使用解析解的方法求解𝑓 

定义𝛽𝑖𝑗为𝑶𝑸𝒊与𝑶𝑸𝒋之间的角距如下图所示。 

 

图 3.2 角距𝛽𝑖𝑗的定义 

由余弦定理，有 

cos𝛽𝑖𝑗 =
 |𝑂𝑄𝑖|

2 + |𝑂𝑄𝑗|
2
− |𝑄𝑖𝑄𝑗|

2

2|𝑂𝑄𝑖||𝑂𝑄𝑗|
 

而 

|𝑂𝑄𝑖|
2 = 𝑓2 + 𝑋𝑖

2 + 𝑌𝑖
2 

|𝑄𝑖𝑄𝑗|
2
= (𝑋𝑖 − 𝑋𝑗)

2
+ (𝑌𝑖 − 𝑌𝑗)

2
 

带入整理可得 

(

𝑑11 𝑑12 𝑑13
𝑑21 𝑑22 𝑑23
𝑑31 𝑑32 𝑑33

)(
𝑡2

𝑡
1

) ≔ 𝒆 
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其中𝑡 ≔ 𝑓2。在理论情况下𝒆 = 𝟎，然而考虑误差等因素，上式很有可能不可解，即应转换为

如下优化问题： 

𝑚𝑖𝑛
𝑡
‖𝒆‖2 

因此 

∂𝒆𝑻𝒆

𝜕𝑡
= 𝟎 

对于𝑡来说，这是一个三次多项式求正数零点的问题，是有解析解的，此处公式不详细展开，

见代码。当该问题有多个正数零点时，带入原损失函数求得最小的‖𝒆‖2即得到了期望的𝑓∗，若无可

行解，或损失函数值过大，则原始说明数据不匹配。 

 仿真分析 

采用前文所述的仿真参数，得到以下仿真的结果，可以发现有无𝑓的仿真结果基本是一致的。

但是值得注意的是，数值求解𝑓只有当大致知道𝑓的范围时才足够稳定，否则将会由于给定初值的

不同导致极端的𝑓计算值的出现。可以直接使用更稳定的解析求解𝑓的方式。 

 

图 3.3 有噪声-矢量𝑎-归一化处理_有无 f 的误差分布 

 提高光轴位姿解算精度的恒星选择 

 数学建模 

根据本文在 3.1.1 （II）中的讨论，对于误差项𝚫𝒄，有 

𝒄 = 𝒄𝒓 + 𝚫𝒄 

𝑹 = 𝒄𝒓 𝑷
−𝟏

 
𝟎  

这里，只关注 

𝒘 
𝟎 = 𝑹𝑻𝒆𝟑 = (𝒄𝒓 𝑷

−𝟏
 
𝟎 )

𝑻
𝒆𝟑 = ( 𝑷

−𝟏
 
𝟎 )

𝑻
𝒄𝑻𝒆𝟑 − ( 𝑷

−𝟏
 
𝟎 )

𝑻
𝚫𝒄𝑻𝒆𝟑 

类似的，希望 
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𝑚𝑖𝑛
𝑷
‖( 𝑷−𝟏 

𝟎 )
𝑻
𝚫𝒄𝑻𝒆𝟑‖

2
 

考虑 

𝚫𝒄𝑻𝒆𝟑 =

(

 
 
 
 

𝜕𝑐13
𝜕𝑋1

Δ𝑋1 +
𝜕𝑐13
𝜕𝑌1

Δ𝑌1

𝜕𝑐23
𝜕𝑋2

Δ𝑋2 +
𝜕𝑐23
𝜕𝑌2

Δ𝑌2

𝜕𝑐33
𝜕𝑋3

Δ𝑋3 +
𝜕𝑐33
𝜕𝑌3

Δ𝑌3)

 
 
 
 

= 𝑵𝟑𝚫𝑿𝒀 

那么可以考虑 

𝑚𝑖𝑛
𝑷,𝑵𝟑

‖( 𝑷−𝟏 
𝟎 )

𝑻
𝚫𝒄𝑻𝒆𝟑‖

2

= 𝑚𝑖𝑛
𝑷
‖( 𝑷−𝟏 

𝟎 )
𝑻
𝑵𝟑𝚫𝑿𝒀‖

2
 

由于 

‖( 𝑷−𝟏 
𝟎 )

𝑻
𝑵𝟑𝚫𝑿𝒀‖

2

≤ ‖( 𝑷−𝟏 
𝟎 )

𝑻
𝑵𝟑‖

2
‖𝚫𝑿𝒀‖2 

可以最小化该误差的上界，即考虑 

𝑚𝑖𝑛
𝑷,𝑵𝟑

‖( 𝑷−𝟏 
𝟎 )

𝑻
𝑵𝟑‖

2
 

对于有限的点集，只需要遍历该数据集即可得到最小‖( 𝑷−𝟏 
𝟎 )

𝑻
𝑵𝟑‖

2

的组合，该组合并不一定

是最优的，但是其误差是一定可控的。 

 恒星选择个数的讨论 

当视场内恒星的数量𝑛 > 3时，可以使用 OLS 等方法，利用多个恒星的信息估计𝐷点在天球坐

标系中的位置信息。 

即考虑 

𝑹 𝑷′ 
𝟎 = 𝒄′ 

𝒘 
𝟎 = 𝑹𝑻𝒆𝟑 

其中 

𝑷′ 
𝟎 =

(

 
 

𝒑𝟏
𝑻

 
𝟎

…
𝒑𝒊
𝑻

 
𝟎

…
𝒑𝒏
𝑻

 
𝟎 )

 
 
, 𝒄′ =

(

 
 

𝒄𝟏
…
𝒄𝒊
…
𝒄𝒏)

 
 

 

且 𝑷′ 
𝟎 是列满秩的。 

类似的，引入如下两种处理方法： 

（一）无约束拟合，对拟合结果归一化处理 

该方法在拟合参数时，不限制‖𝑹𝑹𝑻 − 𝑰‖
2
= 0。 
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𝐿1 = ‖𝑹 𝑷′ 
𝟎 − 𝒄′‖

2
 

得到估计的�̂�，对其进行 SVD 分解，即 

𝑼′𝜮𝑽′
𝑻
= �̂� 

那么 

𝑹 = 𝑼′𝑽′
𝑻 

使用归一化处理的方法得到 

𝒘 
𝟎 =

𝑼′
𝑻
𝑽′𝒆𝟑

‖𝑼′𝑻𝑽′𝒆𝟑‖
 

（二）带约束拟合，使用拉格朗日方法求解 

该方法在拟合参数时，限制‖𝑹𝑹𝑻 − 𝑰‖
2
= 0，该损失函数为 

𝐿2 = ‖𝑹 𝑷′ 
𝟎 − 𝒄′‖

2
− 𝜆 (‖𝑹𝑹𝑻 − 𝑰‖

2
) 

同样的，考虑一阶偏导数 

∂𝐿2
𝜕𝑹

= 𝟎,
∂𝐿2
𝜕𝜆

= 0 

使用带约束的优化求解器求解此问题的数值解。 

 仿真分析 

（一）OLS 方法比较 

仿真生成旋转矩阵𝑹，使用对星表中所有恒星进行投影和加正态分布噪声的方式，评估 OLS 不

同估计方法解算𝐷结果的优劣，有如下仿真结果。可以发现对于矢量𝒂的输入，不同估计方法得到

的误差结果基本一致，均值在1′′，而带约束的 OLS 估计解算要耗时更多。 

 

图 3.4 有噪声-矢量 a-OLS 估计的误差分布 
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（二）算法评估与比较 

使用如下方法仿真题目中描述的星敏感器视场，并分别评估和比较 OLS 和算法选取三颗星的

优劣： 

(1) 生成一个合理的旋转矩阵𝑹； 

(2) 在附件给出的星表中随机选择一个点； 

(3) 根据附件的参数选取该点的视场范围内的星，生成理论的星图； 

(4) 对理论星图添加正态分布的随机噪声； 

(5) 计算使用星图中所有三颗星组合来解算𝐷的误差； 

(6) 计算使用算法挑选最优的三颗星解算𝐷的误差，并获取该误差在总误差中的排名； 

(7) 计算使用 OLS 估计得到的𝐷的误差，并获取该误差在总误差中的排名； 

(8) 重复(4)-(7)共 1000 次，得到统计结果。 

 

可以发现 OLS 显著好于算法选点的结果，能够稳定战胜 90%左右的使用三颗星的解算结果，

而算法选点的精度也能稳定战胜 81%左右的三颗星的结果，这说明该算法选点方法是相对可靠的，

但是 OLS 估计的方法精度更高，同样也更加耗时。 

 

图 3.5 有噪声-矢量 a-不同处理方法的误差排名 
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 标量与矢量的比较分析 

根据下图所示结果，使用同样的计算方法以及误差分布，矢量𝒂由于有了更多的信息，相对标

量𝑎有更精确的求解结果。 

 

图 3.6 有噪声-不同数据输入-归一化处理的误差分布 

 

图 3.7 有噪声-不同数据输入-引入误差项-线性假设的误差分布 

 

图 3.8 有噪声-不同数据输入-归一化处理-无 f 的误差分布  
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第4章 问题 2-星图识别算法 

读取附件 2 给出的简易星表，得到如下所示分布，其中颜色值代表了星等。 

  

图 4.1 恒星在天球坐标系中的分布 

 算法概述 

本文提出一种星图识别算法，其逻辑如下图所示，其中灰色部分表示离线完成并存储到本地的

过程。下文将详细解释该算法。 

划分星表块

计算各星表块内
所有角距并排序

使用门限匹配星图
三角特征与星表块

遍历星图三角特征
直到无匹配星表块

输出匹配的星表块
与恒星编号

结束

计算待匹配星图内
所有的三角特征

估计三角特征的
误差上限并排序

 

图 4.2 算法逻辑图 
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 预处理 

预处理包括划分星表块和计算角距两部分。 

 划分星表块 

对星表进行划块处理是常用的加速匹配手段，使用如下所示的星表块冗余划分方式。考虑一个

圆锥形张角光束成像在星敏感器的投影面上，得到一个半径为𝑅像素的圆形视场，将该视野沿垂直

的方向平移𝛿单位，得到如下图所示结果，其中 4 个圆形视场相交的位置的内切圆（图 4.3 中红色

圆形）的半径𝑟满足 

𝑟 = 𝑅 −
√2

2
𝛿 

期望星敏感器的投影面上任意一个𝑑 × 𝑑(𝑑 = 12°, 20°)大小的像素块（图 4.3 中红色方形），都

存在至少 1 个，最多 3 个这样的圆形视场完全包含该像素块，那么应满足 

𝑟 ≥
√2

2
𝑑 

因此临界条件有 

√2

2
𝑑 = 𝑅 −

√2

2
𝛿 

计算中，取𝛿 = 𝑅/2，可得 

𝑅 =

√2
2
𝑑

1 −
√2
4

 

对于视场𝑑 = 12°, 20°，得到的𝑅 = 11.8139°, 21.8767°，计算得到分别划分了 1830 和 528 个星

表块。 

 

图 4.3 划分星表块 
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得到如下的星表块每块包含的恒星数量的统计结果，视场为12°时，每个星表块平均包含 53 个

恒星；视场为20°时，每个星表块平均包含 180 个恒星。 

 

图 4.4 星表块大小的分布 

 计算星表块内所有角距并排序 

在每个星表块内，考虑整个星表中与其圆形视场中心的光轴的夹角小于𝑅（投影落在圆形视场

内）的所有的点，计算这些恒星两两之间的角距，并存储成该星表块的离线角距表，其中角距的定

义如图 3.2 所示。 

cos𝛽𝑖𝑗 = 𝒗𝒊
𝑻𝒗𝒋 

其中𝒗𝒊表示在星敏感器坐标下𝑶𝑸的法向量，有 

𝒗𝒊 =
1

‖(𝑋𝑖 𝑌𝑖 𝑓)‖
(

𝑋𝑖
𝑌𝑖
𝑓
) 

对于大小为𝑛的星表块，共有𝐶𝑛
2个角距需要计算。 

 特征提取 

 角距误差上限的估计 

类似前文的讨论，估计角距误差的上界。 

Δcos𝛽𝑖𝑗

Δ𝛽𝑖𝑗
= −sin𝛽𝑖𝑗 Δ𝛽𝑖𝑗 = 𝒗𝒊

𝑻Δ𝒗𝒋 + 𝒗𝒋
𝑻Δ𝒗𝒊 

有 

Δ𝛽𝑖𝑗 = −
𝒗𝒊
𝑻𝚫𝒗𝒋 + 𝒗𝒋

𝑻𝚫𝒗𝒊

sin𝛽𝑖𝑗
 

其中 
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𝚫𝒗𝒊 =

(

 
 
 
 

𝜕𝑣𝑖1
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑣𝑖1
𝜕𝑌𝑖

𝜕𝑣𝑖2
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑣𝑖2
𝜕𝑌𝑖

𝜕𝑣𝑖3
𝜕𝑋𝑖

𝜕𝑣𝑖3
𝜕𝑌𝑖 )

 
 
 
 

(
Δ𝑋𝑖
Δ𝑌𝑖
) ≔ 𝒅𝒗𝒊 (

Δ𝑋𝑖
Δ𝑌𝑖
) 

那么 

|Δ𝛽𝑖𝑗| =
𝒗𝒊
𝑻𝚫𝒗𝒋 + 𝒗𝒋

𝑻𝚫𝒗𝒊

|sin𝛽𝑖𝑗|
≤
∑ ∑ |𝑑𝑣𝑖𝑚𝑛|

3
𝑚=1

2
𝑛=1 + ∑ ∑ |𝑑𝑣𝑗𝑚𝑛|

3
𝑚=1

2
𝑛=1

|sin 𝛽𝑖𝑗|
𝛿 ≔ 𝑒 

其中𝛿为星敏感器采集质心时在𝑋和𝑌方向的误差，根据文献最大可以取到 0.05 像素。由此得到

了角距误差上界的估计𝑒，下文也将其称为门限。 

 计算三角距特征并根据门限排序 

计算待匹配星图内所有的三个恒星组合构成的三角的三个角距特征，估计这三个角距特征的误

差上限，根据门限𝑒对这些三星组合从小到大进行排序。 

对于大小为𝑚的星图，共有𝐶𝑚
3个三星组合。 

 匹配 

 匹配流程细节 

匹配流程细节如下所示。对于排在前面的三星组合，组合内的角距特征误差上限（门限𝑒）较

小，因此能够优先筛选掉很多无法匹配的星表块，从而加速匹配过程。 

是否遍历完三星组合

获取当前三星组合匹配成功
的星表块Set_temp

开始

星表块集合Set初始化
初值为所有星表块集合

Set=Set_temp与Set的交集

否

是

Set_temp是否为空 是否

返回匹配结果

无法匹配

 

图 4.5 匹配流程细节 
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 使用门限匹配星图三角特征与星表块 

对于某一个三星组合的三个角距中的每个角距𝛽𝑖𝑗，若该星表块的角距表中均存在 

𝛾𝑖𝑗 ∈ [𝛽𝑖𝑗 − 𝑒, 𝛽𝑖𝑗 + 𝑒] 

那么认为该三星组合与该星表块可能存在匹配关系。当存在某一组𝛾𝑖𝑗 , 𝛾𝑗𝑘 , 𝛾𝑘𝑖能够构成三角形

时，可以认为该三星组合与该星表块建立了匹配关系。 

 处理假星的算法改进 

缺失星对该匹配算法没有影响，然而假星会对让该算法判断无法匹配，提出下列方法对原始算

法进行改进。 

是否遍历完三星组合

获取当前三星组合匹配成功
的星表块Set_temp

开始

星表块集合Set初始化
初值为所有星表块集合

Set=Set_temp与Set的交集

否

是

Set_temp是否为空 是 可能出现假星

初始状态默认
不可能出现假星

是否可能出现
假星

否

否

是

获取最多匹配数的星表块
匹配的三角形顶点

是否可以组成高阶星组

无法匹配

返回匹配结果
去除高阶星组以外的点

（假星）

是否可能出现
假星

是

否

否

 

图 4.6 匹配流程细节（改进） 

注意：高阶星组的定义为在星表块中识别出的多个相邻三角形，比如四个三角形 123、234、

134、124 就形成 1234 的高阶星组，而不在该高阶星组里的星将被认为是假星被去除。 
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第5章 问题 2-星图识别算法的求解结果与性能评估 

 星图求解结果 

星图求解的具体结果见附  录：附件 3 星图中星象点对应恒星编号，其中星图 3 和星图 6 都被

识别出 3 个干扰星，标注为 NA，星图 7 和星图 8 分两列显示。 

 输入星图与解算星图 

下图是输入星图与解算星图之间的关系，可以看到原输入与解算的结果之间足够接近，误差的

二范数不到 0.1 像素。同时星图 3 和星图 6 都能看到未匹配的噪声或者假星。 

 

图 5.1 输入星图与解算星图 
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图 5.2 输入星图与解算星图误差分布 

 

图 5.3 数据集在天球坐标系中的分布 
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 算法的性能评估 

分别从识别时间、存储容量和鲁棒性三个角度评估该算法。 

 识别时间 

本算法首先需要本地预处理计算，这一步虽然耗费一定的时间，但是对后面的在线匹配起到了

一定的加速作用。对于小规模的问题，比如星图 1-6，数据的读取、星图识别时间大概在 s 级，当

处理大规模的问题，比如星图 7-8，该算法整体耗费的时间在分钟级别。 

这里使用的实验环境为𝑐𝑝𝑢 𝑖5 − 4210𝑢 𝑚𝑎𝑡𝑙𝑎𝑏𝑅2015𝑏。 

 存储容量 

整体本地存储的文件在 100M 以内，视场大小为20°的离线文件大小为 92.6M，视场大小为12°

的离线文件大小为 31M。 

 鲁棒性 

（一）噪声 

该算法由于使用了误差上界的估计方法，因此对噪声较为敏感，需要给定合理的噪声估计的参

数𝛿，从而得到适合的门限值𝑒。 

（二）干扰星 

（I）假星 

考虑 4.4.3 中对处理噪声与假星的算法改进，可以一定程度上提升鲁棒性，从而有效降低假星

的干扰。 

（II）缺失星 

由于采用的是三点匹配的方法，该算法能有效规避缺失星的问题。 

 仿真分析 

使用前文用来分析问题 1（3）的逻辑，生成带有噪声的星图，然后验证识别这些星图的准确

率。这里门限𝑒的参数𝛿设置为0.05，跟前文保持一致。 

随机生成 1000 组不同的星图用来匹配，最终得到的匹配准确率为 100%，选取其中的 9 个星图

作图如下所示。 
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图 5.4 输入星图与解算仿真星图 
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图 5.5 输入星图与解算仿真星图误差分布 
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图 5.6 仿真数据集在天球坐标系中的分布 
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附  录：附件 3 星图中星象点对应恒星编号 

序号 星图 1 星图 2 星图 3 星图 4 星图 5 星图 6  

1 1670 518 1864 3249 1230 1670  

2 1477 472 NA 3346 1150 NA  

3 1502 537 1825 3364 1017 1502  

4 1631 428 NA 3275 1033 1631  

5 1603 491 1943 3421 1014 NA  

6 1453 469 NA 3319 1223 1692  

7 1432 482 1722 3283 1008 1492  

8 1492 503 
 

3370 1208 NA  

9 1488 478 
 

3265 1201 1646  

10 1648 499 
 

3261 
 

1566  

11 1646 547 
 

3321 
 

1655  

12 1566 460 
 

3309 
 

1505  

13 1688 507 
    

 

14 1655 556 
    

 

15 1505 447 
    

 

16 

 
479 

    
 

序号 星图 7 序号 星图 7 序号 星图 8 序号 星图 8 

1 1525 22 1603 1 1572 22 1359 

2 1572 23 1415 2 1387 23 1505 

3 1443 24 1692 3 1675 24 1373 

4 1748 25 1453 4 1634 25 1576 

5 1780 26 1432 5 1586 26 1424 

6 1675 27 1492 6 1610 27 1375 

7 1720 28 1488 7 1354 28 1401 

8 1503 29 1648 8 1681 29 1385 

9 1634 30 1646 9 1606 30 

 

10 1577 31 1566 10 1670 31 

 

11 1757 32 1688 11 1390 32 

 

12 1586 33 1655 12 1502 33 

 

13 1536 34 1505 13 1631 34 

 

14 1610 35 1373 14 1603 35 

 

15 1681 36 1576 15 1692 36 

 

16 1606 37 1545 16 1432 37 

 

17 1670 38 1424 17 1488 38 

 

18 1477 39 1375 18 1648 39 

 

19 1790 40 1825 19 1646 40 

 

20 1502 41 1401 20 1566 41 

 

21 1631 42 

 

21 1688 42 
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